Application of the variational principle of minimum total capacity for the analysis of rolling rail profile in the universality of the caliber of by Шварц, Д. Л.
  
ПРИМЕНЕНИЕ ВАРИАЦИОННОГО ПРИНЦИПА МИНИМУМА ПОЛНОЙ МОЩНОСТИ ДЛЯ 
АНАЛИЗА ПРОЦЕССА ПРОКАТКИ РЕЛЬСОВОГО ПРОФИЛЯ В УНИВЕРСАЛЬНОМ КАЛИБРЕ 
 
APPLICATION OF THE VARIATIONAL PRINCIPLE OF MINIMUM TOTAL CAPACITY FOR THE 
ANALYSIS OF ROLLING RAIL PROFILE IN THE UNIVERSALITY OF THE CALIBER OF 
 
Д.Л. Шварц 




A variation formulation of rail profile rolling in the universal caliber was considered. The geometric model of 
the deformation zone and a kinematically possible field of metal flow velocities were developed. The boundary condi-
tions on the contact zone were formulated. The system of the basic equations for the minimum total power variation 
principle was created. 
 
Основным достоинством универсальных 4-х 
валковых калибров, обуславливающим широкое их 
применение при производстве высококачественных 
рельсов на современных рельсобалочных станах [1, 
2], является возможность получения равномерной 
деформации металла по всем элементам рельсового 
профиля. Однако такая возможность может быть 
реализована только при определенных режимах 
обжатия шейки и фланцев, поиск которых является 
предметом специального теоретического исследо-
вания закономерностей течения металла в универ-
сальном рельсовом калибре. 
Формоизменение металла при прокатке 
рельсового профиля в универсальном калибре од-
нозначно характеризуют следующие безразмерные 




























 – коэффициенты боко-
вого обжатия подошвы и головки;     – угол 
наклона внутренних граней фланцев (обычно оди-















относительная длина шейки; 
d
R
A г  – приве-
денные диаметр горизонтальных валков. При про-
катке в универсальных калибрах обычно шш ll
'  . 
Как показали экспериментальные исследования и 
моделирование процесса прокатки рельсов [4, 5], 
под действием обжатия шейки и фланцев профиля 
наблюдается неравномерное изменение высоты 
подошвы и головки: на контакте с вертикальными 
валками получается приращение фланцев, а в месте 
контакта с боковой поверхностью горизонтального 
валка наблюдается утяжка. При этом контур сво-
бодной поверхности фланцев имеет криволиней-
ную форму (см. кривые mп и mг на рис.1). Для 
упрощения задачи указанный криволинейный кон-
тур заменили усредненным прямолинейным конту-
ром qп и qг, соблюдая при этом равенство площади 
фланцев. Тогда изменение высоты фланцев будет 
характеризоваться величиной приращения – утяжки 
подошвы пΔh  и головки гΔh . 
В качестве критерия равномерности дефор-
мации рельсового профиля приняли равенство ко-
эффициентов вытяжки шейки ш, подошвы п и го-
ловки г: 







Рис. 1 Схема прокатки рельсового профиля в универсальном калибре (пунктирными линиями показан контур 
задаваемой полосы): m и q – фактический и усредненный контур свободной поверхности раската 
 
Таким образом, задачей теоретического ре-













, а также таких значе-
ний приращения – утяжки пh  и гh , при кото-
рых достигается условие равенства вытяжек (1). 
Для решения поставленной задачи примени-
ли вариационный принцип минимума полной мощ-
ности [6, 7], эффективно примененный ранее для 
решения задач по определению формоизменения и 
энергосиловых параметров при прокатке в калиб-
рах. При решении задачи этим методом необходи-
мо с точностью до неизвестных (варьируемых) па-
раметров описать геометрическую модель очага 
деформации, построить кинематически возможное 
поле скоростей течения металла, определить гра-
ничные условия, составить систему основных 
уравнений и решить ее численным методом. 
Геометрическая модель очага деформации 
При постановке задачи принята геометриче-
ская модель процесса прокатки, изображенная на 
рис. 1. Ввиду симметрии процесса рассматривали 
половину очага деформации. При выполнении 
условия гпш   , как показывают экспе-
риментальные исследования [4] отсутствует пере-
текание металла между элементами профиля. Весь 
рельсовый профиль разбили на пять характерных 
участков. Далее рассматривали каждый выделен-
ный участок. 
Шейка (см. участок I, рис. 1) деформируется 
между двумя горизонтальными валками в условиях 
плоского деформированного состояния ( шш ll
'  ), 
поскольку отсутствует перетекание металла между 
элементами профиля. Уравнение контактной по-
верхности представили в следующем виде 
22
гг xRRddx  .  (2) 
Участок II подошвы деформируется между 
неприводным вертикальным валком и горизонталь-
ным валком переменного радиуса гпR , который 
определили следующим выражением 
zdRR  ггп .    (3) 
Толщина подошвы как до, так и после про-
катки зависит от угла наклона ее внутренней грани 
и координаты Z, а абсолютное обжатие пΔt  оста-
ется постоянным по всей высоте. Полагали, что 












пп  . Тогда толщину 
подошвы до и после прохода можно описать урав-
нениями 
  п''п'п'п tgzdhat  , 
ппп Δttt
'  ,   (4) 
а контактную поверхность раската с верти-
кальным валком уравнением 
22
ввп xRRttII  .  (5) 
Для обеспечения равенства коэффициентов 
вытяжки шейки и подошвы абсолютное обжатие 
пΔt  должно быть найдено из условия пш    
или ппшш 
''  : 
  


















 .          (6) 
В процессе деформации подошва получает 
приращение (утяжку) по высоте пh . С учетом 
выражений (4) определили толщину подошвы по-
сле прохода следующим образом: 
у основания ппп Δtbb




у вершины   ппп''п'пп ttghdhba   , а абсолютное обжатие подошвы пt определяли из 
выражения: 
  





























Функцию, описывающую изменение высоты 
подошвы, представили в виде 



































dhh x  ,   (8) 








 ; lп – длина очага деформации по-
дошвы 2
ппвп ΔΔ2 ttRl  . 
Предполагали, что при деформации участка 
III подошвы течение металла в направлении оси 
Zотсутствует.На указанном участке подошва об-
жимается на величину пΔt неприводным верти-
кальным валком и уравнение контактной поверхно-
сти записали в следующем виде 
22
ввп xRRbtIII  .  (9) 
Деформация участков IV и V головки ана-
логична по характеру деформации участков II и III 
подошвы соответственно. Поэтому геометрическую 
модель очага деформации на этих участках описали 
выражениям (3) – (9), заменив в них индекс «п» на 
«г». 
Кинематически возможное поле скоростей те-
чения металла  
При построении кинематически возможного 
поля скоростей полагали, что все элементы профи-
ля выходят из очага деформации со скоростью V1, 
которую представили в виде: 
вг1 VV  ,    (10) 
где  – коэффициент опережения по шейке; 
Vвг – скорость вращения горизонтального валка на 
участке шейки. 
Поле скоростей течения металла для каждого 
элемента профиля определяли с учетом гипотезы 
плоских сечений и гипотезы прямых вертикалей. 
























где Vxш, Vxп и Vxг – продольные составляю-
щие скорости течения металла для шейки, подошвы 
и головки рельса соответственно; ш, п и г – 
площади поперечного сечения элементов профиля 
в плоскости выхода из валков; xш, xп и xг – те-
кущие вдоль оси Х площади поперечного сечения 
элементов профиля.  
Поскольку шейка, участок III подошвы и 
участок V головки деформируются в условиях 
плоского течения, то 0ш yV , 0п IIIzV  и 
0г VzV , а для определения оставшейся проек-
















V zyx .  (12) 





















При определении проекций yV  и zV  на 
участке II подошвы и участке IV головки наряду с 
условием несжимаемости использовали кинемати-
ческое граничное условие, которое состоит в том, 
что полный вектор скорости течения металла на 
поверхности раската  nznynxn V,V,VV 

 лежит 
в касательной плоскости к этой поверхности, 














 ,             (13) 
где it  – уравнение поверхности раската для соответ-
ствующего участка (i = II, IV). 


















.   (15) 
Таким образом, геометрическая модель очага 
деформации и кинематически возможное поле ско-
ростей течения металла построены с точностью до 
трех неизвестных величин: коэффициента опере-
жения , приращения (утяжки) подошвы пh  и 
приращения (утяжки) головки гh , которые необ-
ходимо определить в результате решения задачи. 
Граничные условия 
Принимаем допущение, что на всех контакт-
ных поверхностях происходит скольжение металла 




 тр ,где   - показатель трения, завися-




верхности валков, который может быть определен 














,   (16) 
s  – сопротивление металла на сдвиг. 
Известно, что напряжения трения в зонах от-
ставания и опережения распределяются неравно-
мерно, причем в зоне отставания они обычно 
больше, чем в зоне опережения. Чтобы это учесть, 
приняли гипотезу, согласно которой средние 











, а в каждой зоне полные напря-
жения трения постоянны (здесь индекс i – соответ-
ствует номеру рассматриваемого участка рельсово-

























.         (17) 







































iFот  и iFоп  - площади контактной поверхности 
зон отставания и опережения соответственно. 
Границей раздела контактной поверхности 
на зоны отставания и опережения является 
нейтральная линия, уравнение которой для привод-
ного горизонтального валка определяется из усло-
вия равенства нулю проекции полной скорости 
скольжения на касательную к окружности валка *
ск iV
.  
С учетом принятых гипотез для участка I 
(шейки) нейтральная линия представляет собой 
прямую параллельную оси Y, а координатухнш ее 
определяли из выражения: 
0*ск IV  или 0ск.шск.ш  xzxx sinVcosV  ,   (20) 
здесь xVск.ш  и zVск.ш  – проекции полной скорости 
скольжения на координатные оси:  
xxx VVV вгшск.ш  , zzz VVV вгшск.ш  ;   (21) 






На поверхности контакта подошвы и головки 
с горизонтальным валком (участки II и IV) 
нейтральная линия имеет более сложный характер, 
а именно, ее координата zнгвi является функцией 
координаты x. Эту функцию необходимо найти из 
условия  
0 ск.гв ск.гв  xzzixzxi sinVcosV  ; (i = II, IV)(22) 





, где Rгп определяли 
по выражению (3); 
xiV  ск.гв  и ziV  ск.гв
 – проекции пол-
ной скорости скольжения на рассматриваемом участке, 
например для участка II:  
xxxII VVV вгпп ск.гв  , zIIzzII VVV вгпп ск.гв  ;       (23) 







VV  . 
Численным решением установили, что 
нейтральная линия на участках II и IV имеет вид, 
представленный на рис. 2. Для определения поло-
жения точек М и М1, уравнение (22) решали отно-
сительно координаты x при xdz   и ixhz  . 
Таким образом, верхнюю границу зоны отставания 
на контактной поверхности участков II и IV с гори-




































z , (25) 
при этом нижней границей зоны отставания 
будет являться функция dx, а верхней границей зо-
ны опережения – функция ixh . 
Нейтральная линия на контактной поверхно-
сти вертикальных валков с подошвой и головкой 
рельса представляет собой прямую параллельную 
оси Z, а поскольку валки являются неприводными, 
координата хнввi (i = II, III,IVиV) ее равна половине 
длины очага деформации (принято, что затраты 
мощности на преодоление сил трения в шейках 
валков значительно меньше мощности деформации, 





Рис. 2. Нейтральные линии и поверхности среза подошвы и шейки 
 
 
Основная система уравнений 
Принято, что деформируемый металл обла-
дает свойствами жестко-пластической среды. 
Для определения неизвестных параметров 
коэффициента опережения , приращения (утяжки) 
подошвы пh  и приращения (утяжки) головки 
гh , составили функционал принципа минимума 
полной мощности: 













и три уравнения: 
уравнение баланса мощности – 
  0ΔΔ гп h,h,J  ;   (27) 


















h,h,J  .(28) 
В соответствии с принятой методикой, со-
ставляющие функционала (26) определялиследую-
щим образом. 






,   (29) 
где iH  - интенсивность скоростей деформации 
сдвига. 










iV  и 

iV  – проекции скорости течения ме-
талла на касательную плоскость к поверхности сре-
за iсF р  соответственно с внутренней и внешней 
сторон этой поверхности (некоторые поверхности 
среза представлены на рис. 2). 
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   ,    (32) 
где  iiii V/V сксктр.оттр.от    ,
 iiii V/V  сксктр.оптр.оп    .  (33) 
Величину si  определяли с учетом исследо-
ваний сопротивления металла деформации, выпол-
ненных В.К. Смирновым, А.Р. Бондиным 
  300320130870470983   ,uln,,ln,,exp iiissi , (34)
где i  и iu  – средняя степень и средняя скорость 
деформации для соответствующего участка. 
Полученные уравнения (27) и (28) решали 
численным методом с применением пакета про-





ципа минимума полной мощности позволило 
сформулировать задачу по определению рацио-
нальных режимов прокатки рельсов в универсаль-
ном калибре, обеспечивающих равенство коэффи-
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